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CLASSIFICATION BER FLACHEN NACH DER TEANSF0RMATI0N8GRUPPE 

IHRER GEODATISCHEN CURVEN. 



Bei Untersuchungen liber gewohnliche oder partielle Differential -Gleichungen 
verdienen solche Eigenschaften derselben eine besondere Auftnerksamkeit*, die bei 
beliebigeii i^nfcf-Transfomiationen (oder i?erwAn/n^5- Transformationen) ungeandert 
bleiben. Wichtig ist ein solches Studium, u. A. auch deswegen, weil bei den gewohn- 
lichen Integrations -Methoden eben solche Eigenschaften in Betracht kommen. In 
genauster Verbindung mit dem soeben besprochenen Probleme steht die Au%abe, zu 
untersuchen, ob eine oder mehrere vorgelegte Glelchungen durch zweckmUssigen Coor- 
dinatenwahl auf eine gewisse Form gebracht werden konnen*). 

Die hiemiit definirte Untersuchungsrichtung, die ich seit 1872 consequent ver- 
folgt habe, l\ihrte ich fUr die partiellen Differential - Gleichungen 1. O., wenn ich 
nicht irre, glUcklich durch in einigen Abhandlungen, die in Maihematische Annalen^ 
B(l. VIII, IX, XI gedruckt sind. (Sieh auch die Berichte der Gesellschaflb der Wis- 
senschaften zu Ohristiania, 1872, 1873 und 1874). 

Wiis partielle Differential -Gleichungen hoherer Ordnung wie auch gewohnliche 
Differential- Gleichungen betritfit, so habe ich mich bis jetzt wesentlich auf Andeutun-- 
gen beschrancken niUssen. Es war niir in der That nothwendig, zuerst eine umfangs- 
reiche Hiilf-Theorie, die Theorie der Transformationsgruppen zu entwickeln. In Got- 
tinger Nachrichten 1874, N^ 22 gab ich eine Aufeahlung von alien Gruppen einer 
zweifacli-ausgedehnten Mannigfaltigkeit, indem ich zugleich angab, dass sich hierauf 
eine rationelle Integrations - Theorie solcher Gleichungen 

/(xy5^'...y»>)=o 



*) "VViinscht man z. B. zu wissen, ob aus einem vorgelegten Systeme Gleichungen zwischen 
x^x^. . . XnPi» ' 'Pn und den hoheren Different ial-Quotienten von z eine gewisse Anzahl der GrSssen 
Xj p weggeschafft werden kann, so genugt es, die Transformationsgruppe des betreffendeu Gleichungs- 
Systems zu bestimmen. 
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(lie Uberhaupt eine Transfonnationsgruppe besassen, begrlindeu liesse. Sodanii gab 
ich in Arkiv for Mathemdttk og Naturviden^kah Bd. I. und III. in vier Abhandlun- 
gen eine ausflilirliclie Tlieorie der Transfomiationsgruppen einer zweifach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit. Und in weiteren Abliandlungen beabsichtige ich die Transforma- 
tions-Tlieorie einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu entwickeln. 

Indem ich mich jetzt zur Verwerthung meiner Transfonnations-Theorie ftir 
gewohnliche Differential -Gleichungen wende, halte ich es ftlr zweckmSssig, zuerst an 
eineni speciellen Beispiele die Tragweite und Uberhaupt das Wesenni einer Untersuch- 
ungsmethode auseinanderzusetzen. Und hierzu scheint mir die Differential -Gleichung 
der geodatischen Curven einer Flache sich sehr gut zu eigrien. Ich werde daher ver- 
suchen in der nachstehenden Abhandlung die Transformationsgnippe der soeben be- 
sprochenen Differential -Gleichung zu untersuchen. 

1st das Bogenelement einer Flache auf die Form 

ds^ = F{xy) dx dy 

m 

gebracht, so werden die geodKtischen Curven dieser FlSche bekanntlich durch die 
Gleichung 2. O. 

^d^^dF dy_ _ dF I dy ^ 
dx* dx dx dy \ dx J 

bestinnnt. Ist nun F eine arbiirare Funktion von x und y^ so geslattet diese Gleich- 
ung keine infinitesiniale Punkt-Transfonnation. Das heisst, es ist in diesem allgemei- 
nen Falle unmoglich den Grossen x und y solche Incremente 

(J a; = S{xy) (ft , <fy = ri{xy) ^t 

zu geben, dass Jede geodJltische Curve in eine ebensolche, infinitesimal benachbarte 
Curve ttbergefllhrt wird. Es stellt sich daher. die Aufgabe, die Grosse F in allge- 
meinster Weise derart zu bestinunen, dass die Differential - Gleichung der geodfttischen 
Curven eine infinitesimale Transformation gestattet. Ich zeige, dass es drei verscJue- 
dene Fliicken- Classen giebt, die diese Forderung ei-f\illen. 1) Entweder kann jP durch 
Einftlhrung von zweckmHssigen Funktionen bez. von x und von y als neues x und 
als neues y die Form 

F=ie'" <P{x — y) {a = Const.) 

erhalten. Jede hierher gehorige Flache besitzt die charakteristische Eigeuschafl auf 
:v^ mit ihr aehnlichen FlUchen abwickelbar zu sein. 2) Oder auch kann F die Form 

?/(5p(x)-f *(x) 

erhalten. Dabei sind (f{x) und 0(x) naher bestinunt durch zwei gewohnliche Diffe- 
rentialgleichuugen, die ich integrire. Oder endlich kann F die Fonn 

F=(p{x^y)-}-<P{x~y) 
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erhalten*), Dabei sind wiederum (p uiid«^ durch gewohnliclie Differential - GleicUun- 
gen als Funktionen ihrer Argainente naher bestiinint. Ich gebe mehrere bemerkeiis- 
werthe Particularlosungen dieser Gleichuiigen, die jedoch mcjglicherweise noch weitere 
Losungen besitzen koiinen. 

Ich suche sodann alle FlJicUen, dereii geodatische Curven mehrere inf. Trans- 
forniationen gestatteii. Diese Transforniationen bilden dabei eo ipso eine Gruppe. 
Indem ich BeltramUs und Schldfl'Ps I Inters uchungen liber FlUchen von constanteni 
Krllnimungsmaase niit nieinen eigenen Untersuchungen Uber Transfonnationsgruppen 
verbinde, erkenne ich, dass nur die FlSchen von C/Onstanteni KrUmniungsmaase mehr 
als drei und zwar acht infinitesiniale Transfonuationen ihrer geodatischen Curven 
gestatten. 

Ich suche zun^chst alle FlUchen, deren geodatische Ourven mehrere conforme 
inf. Transforniationen gestatten.^ Icli zeige, dass alle diese FlScheii divrch die Gleichung 

F= A.{x — ijy 

bestininit sind. (Unter diesen merkwtirdigen FlUchen lindet sich insbesondere die Ro- 
tationsflache einer Curve 3. O. mit Spitze). Soil unsere FlSclie mehr als zwei con- 
fonne inf. Transforniationen gestatten, so muss mz:=^ — 2 sein; dann aber hat sie con- 
stantes KrUmmungsmaas. 

Ich suche sodann alle Flftchen, die sowolil meiner ersten wie meiner zweiten 
Classe angehoren, deren Bogenelement dalier sowohl die Form 

cfo* = e"*0(a5 — y)dxdy 
wie die Form 

ds^ = {y (p{x) -f- ^{^)) dx dy 

erhalten kann. Ich zeige, dass alle derartige Flachen durch die Gleichung 

F=yX'\'D (7) = Const.) 

bestimmt sind. Alle diese FlSchen gehoren zugleich meiner dritten Classe; ihre geo- 
datische Curven gestatten drei verschiedene iniinitesimale Transformationen. Diese 
Flachen sind die einzigen, die gleichzeitig der zweiten imd der dritten Classe an- 
gehoren. 

Ich suche endlich alle Flachen, die gleichzeitig der ersten und der dritten 

Classe angeh(5ren. Ausser der ftllher genannten Flachen F=2yx-\-T) giebt es noch 

weitere Flachenfamilien z. B. 



die diese Forderung erftlllen. Ich bestimme alle diese Flachen. 



*) LiouviUe bestimmt die geodlltischen Curven aller Flachen, deren Bogenelement die Form 

(i« * = (<p{x' + y) H" ^^ — y))^^y besitzt. 

1* 
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Nacli Jacohi keiint man einen Multiplicator der Differential -Gleichuiig der geo- 
datLScUen Curven. Kennt man nun zugleich eine inf. Transformation dieser Gleichung, 
so ist es nacli einem Satze von mir (Math. Ami. Bd. XL, p. 508) im Allgemeinen 
moglicli eine oder unter UmstKnden sogar zwei LcJsmigen durcli Differentiation lierzu- 
leiten. Diese Tlieorie giebt mir eine bemerkenswertlie Bestimmung der geodStischen 
Curven aller FlKclien, die der zweiten oder dritten Chisse angelioren. 

Bekanntlich hat Christ off el schon fiilher eine Classification der Flachen nach 
dem Verhalten der auf der Flache gelegenen geodUtischen Dreiecke gegeben (Ab- 
handlungen der Academic der Wissenschaften zu Berlin, 1868). Wenn ich nicht 
irre, ist jedoch da^j Christoffelsche Eintheilungs - Princip von dem meinigen gKnzlich 
verschieden. Nach meiner Auffjissung hat mein Cla^ssifications- Princip einen mehr 
elementaren Charakter als das Christoffelsche. In Folge dessen ist es mir grcissten- 
theils gelungen, diejenigen Flachen, die meinen verechiedenen Classen und Unterclas- 
sen angehoren, wirklich zu bestinmien. Auf der anderen Seite bniuche ich nicht 
hervorzuheben, dass ChristoffeVs Abhandlung einen allgemeineren Charakter als die 
meinige besitzt. 



§ 1. 

Analytiache Formvlirung dea Problems. 

1. Soil die lineare partielle Differential -Gleichung 
die infinitesimale Transfonnation 

gestatten, so ist nach meinen frliheren Untersuchungen (Christiania, Gesellschaft der 
Wissenschaften, 1874, p. 255 u. s. w; Math. Annalen Bd. XL, p. 495 u. s. w.) dazu 
nothwendig und hinreichend, dass eine Relation der Form 

identisch stattfindet. 

Sei jetzt vorgelegt eine gewohnliche Differential -Gleichung 2. O. 

und lass uns verlangen, dass dieselbe die infinitesimale /^wfc/- Transformation 
(2) !tx = l{xy)dt, dy = rt{xy)in 
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gestattet. llin diese Fordening analytlscli zu formnliren, berecUne ich zucrst den Zu- 
wachs des Differential -Quotieii ten . vennoge der inf. Transformation. Es ist 

3t da; dx'^ 

und diirch Vertauschung der Synibole (t und d kommt 



> 



d dy ___'^-'^~8t -''■y-^-9-t_da;dii—dyd.^ 



woraiis 



St (Lr <Ar* 




dir.^ 


d dy dtj 1 dy dij 
dt da; dx ' (Lr dy 


dy d^ 
dx d.i; 


1 dy Y d^ 
[dxj dy 



Folglicli vvird die infinitenimale Punkt- Transformation (2) nach unserer gewohnliclien 
Terminologie reprlisentirt durch das Symbol 

ji(f\ — c ^^ _L , -^ j^{ '^^' JL, '^y */ _ ^y ^i _ 'Y ^b \ (^t 

^-^ ^ ~ ^ (ir ' ' rfy «" \ da? ' cii? dy dx dx (Lv dy j dy' ' 

WO ^ iind /; nur von x und y abhangen. 

Andererseits ist die Gleicliung (1) bekanntlich aeqnivalent mit der linearen 
partiellen Gleichung 

Soil dalier die Gleichung (1) die inf. Transformation (2) gestatten, so ist dazu notli- 
wendig und hinreichend, dass eine Relation der Form 

A{B{/))-B{A{/)) = l.A{f) ' 

stattfindet. Aber diase (Jleichung lost sich in die drei folgendeu auf 

dx^~ *^ dy \ c^r ■" ^ dy '' dx ^ dy j '' ^ 

d^rj d^v d*t y/lt 

<ir* ""^ dxdy •^ iix^ ^ dxdy 
"•"^ \<ii;rfy ' ^ dy* ^ dxdy ^ dy* 

unter denen die erste die Grttsse X bestimmt, wKhrend die zweite identisch besteht, so 
da^ wir nur eine Bedingimgs- Gleicliung erhalten. 



(3) 
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2. Die geodatischen Curven einer FlHche, deren Bogenelement auf die Form 

ds = YF^'dy = fF\y'. dx 

gebracht ist, sind nuch den llegelii der Variations- Rechnuiig b&stimnit durch die 
Gleichung 

^fYFF.dx = Q, 

oder durch die aequivalente Differential - Gleiclmng 

dy dx dy' ' 

die durcli Aiwfllhrung die Form, 

d^y ^ / d (log F) _ dQogF) 
da* ^ dx dy 

anninimt. Um die folgenden Reclinungen zu vereiiifUclieii, setzen \vir 

und also wird 

•0 

ds = e^ yy\dx 

die Form des Bogenelements mid % 

d^y , dw ,, dw 

dx* ^ dx *' dy 

die Differential - Gleichung der geodJitlschen Curven. 

3. SoUen dalier die geodKtifichen Curven einer FlKche die inf. Punkt- Trans- 
formation ^ ;77 "h ^ 77 gestatten , 80 ist nach Nunmier 1 dazu erforderlich und hin- 
reichend, dass die Gleichung 

\iT*~^"y d^y y d^*~^y d^'^y "^~^ dy* 

/f dw\ I dfj d^ ^ ,d^\ ^1 ,d*w ,^ d*w 



^\!^ ,lx y dy)\d!, dx y dy] ^{^dx* ^ 



dx dy 



^'\y dxdy y dy*j X'dx^y 'dy~y \hc~y dy]\dx~-f 'dy 



I ,dw ,, du)\ I dB . ,d£\ _ 

-\y di-y^][i-^y 4)=^ 



statt&idet. Aber diese Gleichung zerlegt sich da |, /^ und ^r mir von x und y ab- 
liKngen, in die vier folgenden: 



(4) 
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d^ t] dtj dw ^ 

dx^ dx dx ' 

c/*| j^ d^ dw ^ 

dy^ ~^ dy dy ' 

^ d^tj d^S ^ d^w d^w . Q dtj dw dw dS .x 

(Lv dy dx^ ^ (Ix^ ' dx dy~^ dx dy dx dx ' ^ 

^ d^§ J d^rj ^^ .^ d^w ^ ^ d^w ^ dS dw ^^ dw drj 



dx dy ' dy^ \^ ^ dx dy^^ ' dy* dy dx ^^ dy dy ' 

mit dereii Integration wir uns jetzt beschaftigen werden. Dabei werden wir drei ver- 
schiedene Falle separat behandeln niUssen. Im Paragraph 2 behandeln wir den an- 
sclieinend speciellen Fall, der sich jedocli als der allgemeiiLste Fall ergiebt, dass 

dx ' dy 

ist. Dieser Fall ISsst sich bekanntlich geometrisch dadurch charakterisiren, da88 flie 
betreffende iniiniteshnale Transformation conform ist. 

In Paragraph 3 erledigen wir sodann den Fall, dass die eine unter den Grossen 

.- ? -,^ gleich Null, die zweite von Null verschieden ist. Endlich in Paragraph 4 

setzen wir voraiis, dass diese beiden Grossen von Null verschieden sind. 



§ 2. 

GestaUen die geodaJUsdieii Curveti eine cotiforme inf. Trawiforvmiicniy tto Idsst sidi die FlCwlve 

ahiaickdn auf eine Spira/Jidclie. 



4. Verlangen wir, dass 



dy~'' dx~^' 



sein soil, so sind die beiden ersten Gleichungen (4) eo ipso identisch erfllllt; wKhrend 
die beiden letzten Gleichungen (4) in die folgenden ttbergehen 

d*^ 1^ d^w ^^ d^w ^, dw d^ ^ 

(ir« ' ^rf^« ' ^' dxdy'^d^ dx~^ 



d^tj »^ .^ d^w', d^w ^. dw dfj ^ 

dy^ ' * 5i ^ft/ "I" ^' rfv» "^ '(in dij ~ 



dy^ ^ dx dy * ' rfy* ' dy dy 

Dieselben sind vollstftndige Differential - Quotienten : 

d / ^^ _| '- dw j^ dw\ ^ 

dx\dx^^d^'^^d^j~' 
d I dvi , ^ dw , dw\ ^ 
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uud also kommt clurcli Integration 

Hier konnen nun verscliiedene Fslle ehitreteu, indeni $ und tj entweder gleich Null 
oder von Null verscliieden sein konnen. 

Sind ^ und ry beide von Null verscliieden, so konnen wir, indeni wir zweck- 
niassige Funktionen x\x) und y^(i/) als neues x und neues y einfUhren, immer errei- 
clien, dass ^ und fj gleichr 1 werden. In der That es ist 

d,x' dx' dx dx* .. 

di 'dx dt dx *' 

V_^ J^_ — ^ ; 
dt dy dt dy '* 

Man braucht daher nur x' und y' durch die Differential -Gleichungen 

dx' .. - du' - 

zu bestininien, um das erwUnschte Ilesultat zu erreiclien. Wir konnen daher in (5) 
^ = 1 , und // = 1 setzen. Dies giebt 

dw , dw , V 

dw . dw ^. V 

iU'^'dy—^^^^' 

woraus folgt, dass y(y)r=i/(x) = Const, sein muss. Also wird 

w = (}{x — !/)"{- ^ (^ = Const.) , 

woniit der Fall, dass | und ly beide von Null verscliieden sind, erledigt ist. 

Da $ und // nicht gleichzeitig verschwinden dlirfen, inden sonst unsere inf. Trans- 
formation alle Punkte der FlUche invariant Hesse, so steht jetzt nur der Fall zurllck, 
dass die ehie der Grossen § und n verschwindet, wahrend die zweite von Null ver- 
scliieden ist. Sei z. B. 

|z=z:0, ri:^{). 

Alsdann konnen wir immer durch Einfllhrung einer zweckmSssigen Funktion von y 
als neues y erreichen, dass /y ==: 1 mrd. Also geheii die Gleichungen (5) in 

liber ; woraus 
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w = Ay +/(x), e- = Y{!f) . X{x). 
Dies ist aber eine developpable Flache. 

5. Die Gleichungeii (5) sind eiiier elegaiiten Interpretation Miig, wie ich jetzt 
zeigen werde. Aus (5) folgt zimachst 

woraiifi, indem ich mit B eine Coiistante bezeichne, 

Dies vorausgesetzt, denke ich iiiich auf die Gleichuug 
(7) ds^^e^'dxdy 

unsere inf. Transformation ausgefUhrt. Es kommt 

nun aber ist 
also wird 

woraus durch Berlicksichtigung von (5) (6) uud (7) 

^^{d8') = Bds' 

oder 

^ (<&) = |- ds. 

Durch unsere inf. Transformaiion werden datier alle Ldngen nach demselben 
VerhMinisse gedndert*). 



*) Es ist ubrigens aiisserst einfach diesen Satz durch synthetische Betrachtungen zu beweisen 
und gleichzeitig auf n DimenBionen auszudehnen. Durch unsere inf. Transformation gehen nehmlich alle 
oo^ durch einen Punkt gehenden geodatischen Curveu in eine ebensolche Curven-Schaar tiber. Und da 
die Trausformation conform sein soil, so geht jeder geodatischer Kreis, der die vorgelegte Curven- 
Schaar orthogonal schneidet, in einen geodatischen Kreis tiber. Aber hieraus folgt unser Satz als 
CoroUar. 

2 
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In fiiiheren Abhaiidluiigeii (z. B. Math. Ann. Bd. 5, pg. 204, 1872) beschaftigte 
icli niich gelegentlieh niit FlKchen, die eine beliebige, gleichzeitig lineare und con- 
fbmie, iniinitesimale Punkt- Transfer niatioii gestatteten. Ich zeigte, dass die Haupttan- 
gentencurven und die Krlinnnungslinien dieser Flachen, die sowohl 'die Rotationsflachen 
wie die SchraubenflSchen als specielle Fslle unifassen, bestimmt werden koiinen. Ich 
zeigte femer, dass die Bestiranmng der geodatischeii Curven dieser FlSchen, die ich 
Spiraljidchen genannt habe, nur die Integration einer gewohnlichen Ditt'erential - 
Gleichung erster Ordnung verlangt. 

Es ist nach dem Vorangehenden eiuleiichtend, dass das Bogeneleinent einer 
jeden, Spiralflache, wie anch jeder auf enie Spiralflache abwickelbaren Flache die Fonn 

ds* =1 e^"" €p{x — y) 

besitzt. Andererseits ist auch nicht schwer zu erkennen, das jede Flache, deren B(j- 
genelenient diese Fonn besitzt, auf eine SpiralflSche abgewickelt werden kann. Da 
indess Hen* M. Levy (Coniptes rendiLs 18 November 1878), wie ich wKhrend des 
Druckes dieser Abhandhmg benierke, soeben diesen letzten Satz bewiesen hat, kaini 
ich niich darauf beschrancken, auf die citirte Note, die ausserdeiu einen anderen ele- 
gauten Satz enthalt, zu verweisen*). 



§ 3. 

A> At 

Erledlgung (lea Falles ,-rrO, ,-^(). Dk zweite Flddien- Clasae. 

Wir erledigeii jetzt die Hypothese 

dy ' dx 

Indeni wir zweckniassige Funktionen x{x) und //'(//) als neues x und neues y einfllh- 
ren, eiTcichen wir, da.ss die unserer Hypothese entsprechenden Flftchen keine arbitrarc 
Funktion sondem niu* gewisse Constanten enthalten. Wir bestininien alle diese FlSchen. 

6. Die Bednigungs-Gleichungen (4) reduciren sich hi unserem Falle auf die 
drei Gleiclnuigen 



*) Mau erhalt die allgemeiiiste MinimalflUcbe, deren geodfttiscke Curveii eine conforme infinite- 
simale Transformation gestatten, wenn man setzt 

F(«) = ((7j+ C, !>"•.+-• • 

Man erhalt eine Holche Flache, indem man diejenige Minimalflache bestimmt, die eine logarithmiscbe 
Spirale als geodatische Curve oder als Kriimmungslinie enthalt. 
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d^r^ dt] dw ^ 

d-x* do' d.r ' 



-..^x J ^ d^fj d^S .^d^tc d^w _\c%drj dw dw d^ ^ 

^ ^ \ d^xdy dx^ ^ ild'^ ' dxdy~^ dx dy dx dx ' 

d^i^ 1^ .. d'^w . d^w , dw dtj ., 

~dy^ • * dxdy "^ ^' dy* '^'d^~dy~ 

Die erste giebt 

wo 3" yerschieden von Null sein miiAs; die dritte giebt 

Uni die zweite zu integriren, beuierken wir, dass diese (ileichuiig tblgendernuusseu ge- 
schriebeii wenlen kann 

d (^ diy d^ ^dw ^^'\_1_^ ^'' ^^ o 

(f.r \ riy </.r dx ' (/y / "^ dar dy 

Nun aber ist wegen (11) 



also konimt 



(Ixdy ily dx dy 

d I d,i </| ^. dw dw _, o r \ _ f. 

d^l-" dy ~ 'cbi ~^ d^ "^ di;^"^ y '/)—": 



woi-aas 

(^^) ^d^-d:i-^di-''iui-^^-Yn=<piy)- 

Ehe wir weiter gehen, zeigen wir, da&s }'' durcli zwecknifesigen Coordinateu- 
walil gleich 1 wird. Sei in der That y' das neue //, wahrend das alte x belialten 
wird. Alsdann ist 

dy 

dy _ dy^d£_dy , 

dt~ ^~ dy' di ~ dy' ' ' 

dtj dy d^l 

dx dy* Ar ' 

2* 



und also giebt (11): 



oder 
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Bestimmt ruau daher ?/' durcli die Gleichung 



SO komnit 



'-^ = e-'. 
dx 



Hieraiis folgt sogleich, dass man in den Gleichungen (11) (12) (13) ohne we- 
sentliclie BesclirKnckung y= 1 setzeii kann. Und also ist die gesiichte FlHchen- 
Classe bestimmt durch die drei Gleichungen 



(14) 









drj 
dx 


'% 






dy 


T-5 


dw 


dw 
dy~ 


-/H, 


dtj 
iiy 




dx 


J. dw 
* (la: 


n 


dw , V 
dy ^^)' 



die wir nocli einmal integriren werden. Hierbei konnen zwei verscliiedene FKlle ein- 
treten, die wir separat behandeln mlissen. 

7. Ist ^ :^ 0, so konnen wir innner die Grosse x derart wShlen, dass 5^ = 1 
wird. Alsdann nehmen die Gleichungen (14) die Fonn 

^A — e- 
dx — ^ ' 

- dr\ dw dw , V 



woraus 



(15') 6 I =f{x) -f y(y) =f{x) + n\y) 

und durch Integration 



(16) 

Nun aber ist (15,2) 



( 6/y =.y/(a:) + 7,(^) + /'(»•), 



also kommt 

(/+ ^' - fi/) (;//' + F') -h 6(^7" + F") +/'(;//+ .^ + ^) = 0, 

oder 

(17) {yf + n^' +/'^ +.y(«/'' - 4//') + (Gi^" - 6/r -f-/'/-) = 
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oder endlicli 

d, [(.y/'+i^')^]+;/(6/''-4//')+(6F''-5/i^'+/'i^) = o, 

woraus durch Integration 

(.y./' + F')n-^y\^r~ 2//') -{-yieF"- hfF'^f'F) + *(x) = 0, 

^( , A _ y\Uf'- 3/") ±y( -6 F^+bfF^-fF) - a»(*) 

8() dass 7i(y) jedenfalls die Fonii 



r»/ 



besitzt, wobei c^ und c^ Constanten sind. Ist nun c{x) ^ 0, so muss, da n von x 
unabliKngig sein soil, 

>>7--c = Const. = L , ^,, K = Const. = M 

f (x) i' (;r) 

sein. In diesein Falle wird (16,2) 

sodass die betreffende FlSche developpahel sein muss. Indem wir daher von den 
developpahlen Flachen wegsehen^ konnen wir setzen 

(16') J ^(y) = «iy + «,. 

I 6ri=y/ix)-\-c^y-^c^-^F{x). 

Hierdurch geht (17) ttber in 

(///' + n «. +/'K y + «.) + yi^r - 4//') + (« F" - 5/^' +/'^) = 0, 

woraus 
y. I 6/''-4//'+2c,/' = 0, 

Um diese Gleichungen zu integriren, zetzen wir 
woraus 

Die erste Gleichung giebt 

3// =/? + «% 
woraus, wenn a :^ 0, folgt 
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wUhrend, wenn a = 0, folgt 

f. ^ f ^1 

Um jetzt die Gleicliung 

zu iiitegriren, bemerken wir, dass F^ =/-f- ^i wegen (18,1) eiii particulKres Integral 
derselbeii ist. Daher setzen wir 

uiid erhalteii zur Bestimmung: von 12: 

6 p?' + (c. - 5/) c^ + 12 j^l-^^ = 0, 
woraus, wean a. :^ 0, durch Division mit 3 : 

and durch Integration 

i2- = ^e'»'co8- ^i^) • (3 ^ + «-tg. "^"^ ^^P • 

Eiiie Quadratur giebt daniach i2. 
Lst a = (), so koinint 



2I*" — J: r Ja.-U5- "-^ 1 4 «/ —p 



woraus 



sodass i2' audi jetzt durch eiiie Quadratur gefimden wird. 
Hiennit sind alle FlKclien, die der Annalime 



t = 0, t * "-'*•> 



dy 

eiitspreclien, bestiuinit. Wir werdeu spKter insbeHOiidere aucli diejenigen hierher ge- 
horigen FlKchenfauiilieu beHtinunen, welche reelle FlScheu Hefeni*). 



*) Soil die Fljiche /'"'zry/'-j- ^^' constantes KrQmmun^maas haben, so muss bekaiintlich 

'y/ +^ » 
seiii. Dies giebt i*"/" — -^"/S woraus A F' -\ Bf'zzO, was nur developpable Flacheu liefert. 
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S, Eh stc.ht, ziiiilck, diejenigen Flacheu z(i bestimiiien, welche der Aimahme 
entsprecheii. In diesein Falle nehnicn die Gleicliuugen (14) die Form 

2 +"'«=/(->> 



- dtj dw , V , V 



dy 

woraiis 

und 

Diese Werthe eingesetzt in die Gleicliinig 

(:!:-/)^-+"|m=" 

gebeii 

(20) {n' - hf) {yf + F') + (y/+ .T + F)f = 0, 

,1, [(y/ + n n] ~ Affy - bfF' + Ff = 0, 
7i{y) = c^y-\-c^-{. yj-^p. . 



wo wir wie hi der voi'angehenden Numnier erkeimen, dass die Annalinie c{3') ^ 
inir developpable FlSchcii liet'ert. Also kSnnen wir setzen 

sodass (20) die fblgeiide Gestalt annimnit 

K-5/)(y/' + i'") + (y/+c,z/ + c^, + i'V'-0, 
woraus 

(2c,-4/)/'=0, 

sodass /=A = (3onst. wird. Also wird e*' eine Function allein von x. Und folglich 
liefert die Annalinie ^ = nur deceJoppahle FlSclien. 
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§ 4. 



Der FaU f :^{). ^^' z^i). Die driUe FUwhen- Cluis&e. 
ay ' ax 



Ich behaiidle jetzt den Fall 

uiid zeige, dass man immer die Coordinaten x und y derart wfthlen kanu, dass e" die 
benierkenswerthe Fonn 

erlialt. Dabei sind die Grosseu ip und V, deren jede nur von eineni Arginnente 
abhangt, bestiumit durch gewohnliche Differential -Gleichungen, die ich allerdings 
nicht integriren kann, wSlirend ich mehrere benierkenswerthe Particularlosungen ge- 
funden habe. 

9. Die Bedingungs- Gleichungen (4) 

d^ri drj dw ^ 

dx^ dx dx ' 



(4) 



dy* dy ~dy 



= 0, 



^ d^tj d^S r.d*w d^w _\(^d^ d^ dw d^ ^ 

da dy dx^ ^ dx^ * dx dy~^ dx dy dx dx ' 

^ d*^ _1_ ^*^ _1_ - ^**^ _|_ d^^ 9 ^? ^^ _|_ ^^ d^ (\ 

dx dy *^ dy^ "^ dx dy "^ ' dy* dy dx *^ dy dy ' 

gestatten auch jetzt eine erste Integration. Die beiden ersten Gleichungen geben 
nehmlich 

(21) .^(y)-l- = «- = ^(-)|' 

WO, wie wir zeigen werden, A' luid Y gleich 1 gesetzt werden konnen. 

Wir fllhren ueue Variable x und y' ein. Es ist 

dx dx* dx ^, 

^~^ lix' it ~d^' * ' 

iiy^dy' _dy , ^ 
^ ~ dy' Si ~~dy'^ ' 

*) LUmvUle hat bekaiintlich gezeigij dass die geodatischen Curveii einer Flachot deren Bogen- 

element auf die Form 

<Z«« =:[./<* + y) + V(* - y) ] <it Jy 

gehracht ist, bestimmt werden konnen. (Vergleiche LiouvUUs Ausgabe von Monges Applications d'a- 
nalyse k la G6om6trie p. 579). 
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also kommt 



dy dx' dy' dy ^ dx dy' dx' dx 



. dx' dy' 



dx dy 

und also nimmt (21) die Form 

y. rfar d^' dy' «,* <^' ^y' tt ^V ^^i ^^' 

dx' dy' dy dx dy dy' dx' dx 

WShlt man daher x' und y' derart, dass 

dx!=^djz, dy' = yYdy, 
so kommt, wenn wir statt x' und y' bez. x und y schreiben, 

and 

d^Ti ^dw drj dw rf*f t. dw dB dw 

dx dy dy dx dy dx dy dx dy dx 

Hierdurch iiehmen die beiden letzten Bedingungs-Gleichungen (4) die Form 

dx[^ dy dx ^ dx ^'dyj'—^' dy \ ^ iiv ^ dy ^^ dx ^^ dy j~'' 

woraus durch Integration 

Die vereinigten Gleichungen (21) und (22) sind aequivalent mit den Gleichungen (4). 
Die Gleichungen (21') zeigen, dass man setzen kann 

.._dU _dU ^_ d^U 
^ dx '^ * dy '^ dx dy ^ 

und zwar ist liierbei die Bestimmung unserer FlKchen-Classe reducirt auf die Bestim- 
mung der Funktion U. Durch Addition der Gleichungen (22) kommt 

Folglich besitzt TJ die Form 

und es wird ^ 

(23) | = 7)' + *' + X', ,y = y'_*'-|-r', e" = (p" — <P'' . 

Es steht somit nur zurtick, die vier Funktionen tp, <P, X, F, dereq jede nur von 

3 
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einem Avguniente Jibhsingt, zu bestimnien. Zu diesem Zwecke substituiren wir die 
Werthe (23) in (22), wodurch koinmt 

j 4(7>" + 0") + 5 F" - A'" - i.:::=^':Mz: +^'+-vo+^f'+^'o(r'-^'+ n ^ ^^-^^ 
^^^^ ) _ 4(y " + 0)") - 5 A- + y + ^11'::=*::^+*^- -;'i+;f"+^'"^'^'-^'+^'' =/(4 

woraiLs dui'cli Addition 

6 )-' - (JX" = K{y) +/(x) 
und 

(22") or" = /(//) + .4, GX' = A—f{x\ {A = Qomt.) 

womit die Gimsen K{y) und f{x) bestimnit sind. Hierdurch reduciren die beiden 
Gleichungen (22') sich aiif die einzige Gleichiing 

(24) = ^ + 4(.;," + 0") - (A"+ Y") - 2<<rzg^^"'+y;;'^f ")+ ^(^-+(."0 ^ 

die die vier Funktionen y, 0, A', Y bestinnut. 

Es Lst mir nicht gelungen, diese Gleichung in ei'scliopfender Weise zu belian- 
debi, wahrend ich niehrere benierkenswerthe particulare Losungen durch specieJle Me- 
thoden gefunden habe. Ich erinnere ini Uebrigen daran, dass man aus (24) durch 
Differentiation und Elimination von drei unter den vier unbekannten Funktionen eine 
geiDohnUche Differential - Gleichung zur Bestimnmng der vierten Funktion herleiten 
kann. (Man vergleiche Abels Werke, Bd. I., pg. 1, der neuen balderscheinenden 
Ausgabe). 

10. Eine ziemlich allgenieine Losung von (24) erhttlt man, indem man setzt 

wo a ehie Constante ist. Hierdurch nimmt (24) die Form 

(^-2a)9)'' + 4^/)''*-2(pV'-a(x + y)f/)'''-(^-2a)0''-40''«+20'0'''+<^ 
und zerlegt sich daher in die beiden Gleichungen 

I fi + (^-2a)y''+4y"»-29)V"-«(a; + y)</."' = 0, 
^ '*' I B-\-{A — 2a)<t>''-\-44*''* — 2<P'<P"'—a{x — y)4>"'z=0, 

wo B eine arbitrSre Constante. bezeichnet. 

Uni die.se Gleichungen, die dieselbe Form bezitzen, zu iutegriren, setze ich 

woraus 

j lB — -^-{-2a*]-\-{A — Ga)f''-^4f'" — 2tp'tp"' =0, 
(26) 

I JU — "^ + 2a*j-|-(^ — 6«)«P'4-4¥"'»— 2rr" = 0. 
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Es liandelt sicli also darum eine Gleichung der Form 

zu integriren. Ich setze i/;' = g, yj'' = u und betrachte n als eine uiibekannte Fiink- 
tion von z. Es ist i//" = u — , und also kommt 

L 4- Mu -f- 4u^ z=2zu -r > 

dz 2u(lu 

z ~L + Mu + 4u^ ' 

welche Gleicliung sich unmittelbar integriren lasst. Hierdurcli wird y/' bestimint als 
Fimktion von i/;', etwa i//" = F(i//'); also kommt 

womit y/' bestimmt ist. Hiernach iindet man i/;" durcli Differentiation. Wenn die 
Constanten L und M allgemeine Werthe liaben, so wllrde die zwischen ip' und yj'' 
gefundene Relation sich niclit auflosen lassen. Ks ist indess moglich diese Schwierig- 
keit zu vermeiden, worauf ich jedoch nicht naher euigehe. 

Man sieht somit, dass die Annahme X^ = aXy Y^z=ay wirklich eine hierher 
gehorige FlHchen-Categorie liefert, die sich durch Quadratur bestimmen ISsst. Es ist 
Ubrigens leicht zu erkennen, dass man ohne Besclu'Knckung a = setzen darf. 

Zu bemerken ist, dass man eine beliebige Losung i//' von (26,1) mit einer be- 
liebigen Losung ^' von (26,2) verbinden kann. Insbesondere kann man W**=.K 
= Const, setzen, indem diese Annahme wirklich (26,2) identisch befriedigt. Die ent- 
sprechenden Fl^hen sind Kotationsflachen, deren ge<xlatische (5urven somit zwei inii- 
nitesimale Transformationen gestatten. 

Es wird sich spater (§ 5, N^ 12) erget)en, djiss die hiermit gefundenen Flachen 
eine wohl definirte Unterabtheilung der dritten Classe bilden. Spater bestimmen wir 
einige weitere Flachenfamilien, die der dritten Classe angehoren, und welche sich 
dadurch charakterisiren lassen, dass sie zugleich der ersten oder zweiten CHasse an- 
gehSren, 

§ 5. 

Bestimmmig der geodaUsclien Cwrven. 

Wenn die geodatischen Cui-ven einer Flache eine oder mehrere inf. Transfor- 
mationen gestatten, so vereinfacht sich immer die Bestitnmung der geodatischen Cur- 
ven. Gehort insbesondere die FlUche meiner zweiten oder meiner dritten FlKchen- 
Classe, so verlangt jene Bestimmung nur Differentiation und Quadratur, in gewissen 

merkwtlrdigen FKllen sogar nur Differeniiaiion. 

3* 
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Indem ich nun dies nachweisen werde, setze ich der Ktlrze wegen voraus, dass 
das Bogenelement schon auf die Form ds^=ze'^dxdy gebracht ist, dass also die 
Differential -Gleichung 1. O. ^* = schon integrirt ist. Ich bemerke aber ausdrilck- 
lich, dass diese Voraussetzung unnothwendig ist; wie ich bei einer anderen Gelegen- 
heit nachweisen werde*). 

11. Nach Jacohi kennt man einen Multiplicator 

v> 3 

der linearen partiellen Differential - Gleichung der geodUtischen Curven 

./2 dw\ df 



^(/) = 0=|-+/|+(,'g_,. 



dy j dy* 



Kennt man nun zugleich eine inf. Transformation B[f) == | -, -[- iy - -[- 1/; -^ , die 
die Gleichung A{f)-=iO invariant lasst: 

A{B{f))-B{A{f)) = XA{f), 
80 ist nach meinen Untersuchungen (Math. Ann. Bd. XI., pg. 508) der Ausdnick 

/=B(logi/) + f + |+|-. 

entweder eine Constante oder aber eine Losung von A{f)=^0. Ebenso ist -6(7) ent- 
weder eine Constante oder eine Losung von A{f)=iO. 
Es ist (Nummer 1) 

^ ' rfy ' dy' dy " dy '^ 

und also kommt 

welche Grosse offenbar nur dann eine Constante sein kann, wenn gleichzeitig : —^ = 0, 
J = ist Bestehen diese beiden Gleichungen, so ist 

QfX 



*) Wenn andererseits eine Flache auf eine RotatiouHflache abwickelbar ist, bo genC&gt eine Qua- 
dratur zur Bestimmung ihrer geodiitischen Curven, auch dann wenn die G-leichung ^^* = nicht schon 
integrirt ist. Hierbei wird jedoch vorausgesetzt, dass die Flilche nicht von constantem Krtimmungs- 
maase ist. 
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* dx~ ' dy"^ dy^ dx 

UTid dieser Ausdnick ist nach den Gleichuiigen (5) uud (6) wirklich eine Constante. 

12. Weiiii also iiusere Flache der zweiten oder dritten Classe angehort, so 
ftndet man eine Lcisung 2/ dnrch Differentiation. Es ist leicht nachziiweisen, dass 
man in gewLssen Fallen eine weitere Losmig durch Differentiation herleiten kann. 

Ich setze 

^_ 2 ^_ 1 / dt^ , rfi^ , rfi? , dn_^ ,_ rfi? Jl_ 

1 ~ 3 3 i^ rfa? ' ' rfy ' (iy ' At / dy ^ dx y' ' 

I^ = a — (iy' — Y-r , 

und bilde den Ausdnick B(J[^^ der entweder eine Losung oder aber eine Constante 
sein soil. Es ist 

woraiis 

W=^«)--»;S-r|-y'(i^)+/»|f-/sl^)->K)-r*+rf 

Um zii entscheiden, ob dieser' Ausdnick, der nur dann eine Constante sein kann, 
wenn gleichzeitig die Grossen ~z=.(i und - ' = y' verschwinden , eine von I^ unab- 
bUngige Losung darstellt, bilden wir den Ausdnick 

der wiederum eine Losung ist. Es ist 

# 

Ehe wir weiter gehen, werden wir annehmen, dass die Flftche der diniien 
Classe angehort. Alsdann ist l3 = / = e''=j==-~j und also kommt 

/. = 5(«)-4/?*-a«-(y'+^^)W)-2«/9)-(y'-J:-)/?(|-||); 
andererseits ist in diesem Falle 



/.=« 



(.y'+-})A fl^o. 



C)9 

— ^^ —— 

Ist daher die Grosse -J^ — ,' verscliieden von Null, so ist I^ unabhUngig von 7^, 

HO dass wir in diesem Falle zwei Losungen durch Differenfiaiion erlialten. 
Ist dagegen (vergl. hier und im Folgenden § 4) 

SO ist 

= B{e') - I B{w) . e" - |- (2(y " + 0") + X" + Y") e- 

= 1^^^")- I (y " + *")«■' --3 ««" 

Und da Formel (24) durch die Substitution X^' =iY" ='a^ indem man zugleich mit 
der Grosse ey = (p'' — 0" multiplicirt, die Gestalt 

(ii — 2a) (y" — 0'') + 4(y " — *'') (y" + 0") — J5(e'^) = 

erhJilt, so kommt 

woraus 

A i* 

Die L<)sung 7^ — ., 7^ enthSlt nach ihrer Form jedenfalls nur die Grffssen x 

und y, und muss somit eine absolute Constante sein. Hiermit ist nachgewiesen, dass 
die Grossen I^ und I^ filr eine Fldche d(n* dritten Classe nur dann unahhdngige U)- 

sungen sind^ icenn die Grosse -,-- — j'- von Null verschieden ist. 

Lass uns jetzt annehnien, da.ss unsere FlJiche der zweifen Classe angehort, und 
lass uns untersuchen, ob 7j imd 7^ in diesem Falle unabhSngig sind oder nicht sind. 
Jetzt winl 

Es fragt sich, ob der Ausdruck 7^ — 7^7^ bei passendem Wahle der Constante K 
identisch gleich einer Constiuiten werden kaim. Es ist 

Andererseits ist wegen (14) ( 15') (16') 
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also koiuiiit 



•^(«') — 5 '^^ + ^ = — y>(^) = — ci = Const. ; 



Hieraus tblgt die ExLstenz eiiier Relation der Fonii 

wo die Grosse f^ die eine Losung sein soil, eiiie absolute Consttnite sein muss. Ftir 
eine Fldche zweiter Clause stnd somtf die Losungen I^ und I^ niemals unahhdngig. 

Die Bestimmimg der geodatischeu Curveu einer Flache, die auf eine Spiral- 
fliiche abwickelbar ist, reducirt sicli nach nieinen allgeineinen Theorien leicht auf die 
Integration einer gewohnlichen Differential -Gleichung ei^ster Ordnung. Diese Gleichung 
scheint jedocli nur in speciellen Fallen integrirbar zu sein. 



§ 6. 

DU Form der Transformations' Gruppe. 

Ich gehe jetzt dazu liber, alle FlUchen zu bestimmen, deren geodatische Cur- 
veu mehrere inf. Transfbrmationen gestatten. Diese Transfbrmationen bilden in jedem 
einzelnen Falle eine Gruppe. Daher kann ich niich auf meine allgenieine Tbeorie 
der Tmnsfonnations-Gruppen stlltzen (Gottinger Nachricliten 1874, N^ 22, Archiv 
for Math, og Naturv. Bd. I. und III). Andererseits sttttze ich mich auf Untersuchungen 
von Beltrami und Schldjii^ nach denen die geodKtischen Curven inimer dann und nur 
dann durch eine lineare Gleichung dargestellt werden konnen, wenn die betreffende 
Fltiche constantes KrUniniungsniaas besitzt. Eine solche Flache lasst sich daher derart 
auf eine Ebene abbilden, dass ihre geodatische Curven die Geraden der Bildebene 
werden. 

Indein ich diese beiden Theorien verbinde, geliiigt es mu- in diesem Paragraph 
zu beweisen, dass die Transfomiations- Gruppe der geodatischen Curven nur dann inehr 
als drei Parameter enthalten kaini, wenn die FlHche constantes KrUmmungsmaas be- 
sitzt. Mit den FlSchen von constantem Krlimmungsmaase brauche ich mich nicht naher 
zu beschattigen. Denn nach Beltrami's und SckldflVs soeben citirten Untersuchungen 
gestatten ilire geodatischen Curven jedenfalls eine achtgliedrige Gruppe, die diu-ch 
passenden Coordinatenwahl die Ihieare Gruppe der Bildebene wird. Und nach mir 
konnen sie keine melir umfassende Gruppe besitzen, da die lineare Gruppe der Ebene 
in keiner mehr umfassenden Gruppe dieser Ebene enthalten ist. 
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13. Ich werde jetzt successiv alle Gruppen von Punkt-Traiisfomiatioueu eiiier 
Ebene betrachten. Ich stelle dabei die Forderung, dass die betrefifende Gnippe eine 
zweifach unendliche Curven-Schaar, die stch nichf durch linear e Gleichungen darstel- 
len Idsstj ungeHndert lassen soil. Es ist klar, dass die geodatischen Curven der ge- 
suchten Flachen nur eine solche Gruppe besitzen kann, die diese Forderungen erfUUt. 

Lass mich znnachst in nieiner AufeShlung aller Gruppen der Ebene (Archiv 
for Math. Bd. 3, pg. 138 u. s. w.) alle Gruppen mit einer Untergruppe der Form 
2, X{x)q betrachten. LSsst eine solche Gruppe eine zweifach -unendliche Curven- 
Schaar invariant, so giebt es jedenfalls Curven in dieser Schaar, deren Gleichung sich 
hinsichtlich y auflosen ISsst. Sei y=f{x) eine solche Curve der Schaar. Alsdann 
gehoren sUnimtliche Curven mit der Gleichungsform 

der Schaar, die hiermit vollstfindig definirt ifit. Aber diese Schaar wird dargestellt 
durch eine lineare Gleichung zwischen den Grossen y — /{x) und X. Gestatten daher 
die geodatischen Curven einer Flache die Gnippe q^ X[x)q^ oder eine Gruppe, die 
diese zweigliedrige Gruppe umfasst, so hat die Flache constantes KrUnnnirngsmaas. 

Lass uns sodann alle Gruppen mit einer Untergruppe der Form q^ yq be- 
trachten. L^isst eine solche Gruppe eiiie zweifach -unendliche Curven -Schaar invari- 
ant, so sei y=f{x) eine Curve dieser Schaar. Alsdann gehoren alle Curven mit der 

Gleichungsform 

y = a/{x)-\-b 

der Schaar, die hiermit definirt ist. Sie wird dargestellt durch eine Uneare Gleichung 
zwischen den Grossen y und f{x). Gestatten daher die geodatischen Curven einer 
FlSche die Gruppe g, yq^ oder eine Gruppe, die diese zweigliedrige Gruppe umfasst, 
so hat die FlSche constantes Kiiimmungsmaas. 

Hieraus folgt, dass die Gleichung der geodatischen Curven jedenfalls nur solche 
Gruppen gestatten kann, deren sammtliclie zweigliedrige Untergruppen entweder die 
Form p, q oder die Form pj xp-^yq besitzen. 

Hieraus schliessen wir, dass die Gruppe einer jeden Differential -Gleicfiung 
2. 0. die nickt durch Punkt- Transformation in die lineare Gleichung y'* =iQ uberge- 
fithrt werden kann^ eine der folgenden Formen hesitzt : 

q,p,xp']-{y-\-lx)q', p, xp^yq, a?p-\'{2xy-\-lf)q. 

Wenn daher die geoddiischen Curven einer Flache^ deren KrUmmungsmaas 
nicht constant ist^ ein>e Transformationsgruppe gestatten,^ so enthdli diese Gruppe jeden- 
falls nicht luehr als drei Parameter. 



26 — 



\ 



§ 7. • 

Spiralf/dcheti nut nieJireren conformen infirdtesinuden Trans f or niaUonen. 

Ich bestinime jetzt alle SpiralflUchen, die melirere confonne inf. Transfonnatio- 
iien gestatten. Dabei kann ich nacli dem Frtllieren von den Fl^chen vom constanten 
Krlimmungsmaase wegsehen. 

15. Nach den Entwickelungen in § 2 kann ich annehnien, dass es unter den 
inf. Transformationen Si'^) p -^ ^{y) q der Flache keine giebt, flir welche entweder § 
oder Tj gleich Null ist. Hieraus folgt, dass die r inf. Transformationen der Gruppe 
sowohl die einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit x = Const, wie die Mannigfaltigkeit 
y = Const, dnrch eine r-gliedrige Gruppe transformiren. Folglich (Archiv for Math. 
Bd. L, pg. 57) ist r<4, und also entweder gleich 2 oder gleich 3. Jedenfalls giebt 
es 2 inf. Transformationen 

die eine zweigliedrige Gruppe bilden. Und dabei muss 
sein, indem sonst {$^p^ ^i/^)=^^ ^^^^ mllsste, was 

nach sich ziehen wtirde ; und dann besSsse die Transformation AH^ — H^ die Form 
ri{y)qj was nach dem Vorangehenden nur moglich w^re, wenn die FlSche constantes 
Ejilmmungsmaas besSsse. Wir konnen somit setzen 

(^>+^/i2j SiP+v,a) = SiP + ^ia 

und 

^iP + 'iiq=P + a^ ^,P + V2i'=^P-\-yqj e- = e"' 4>{x — y). 
1£a handelt sich darum, die Grossen und a wenn moglich derart zu bestinnnen, 
dass die Flache auch die Transformation xp-\-yq gestattet. Wenn wir die betref- 
fenden Werthe in die Gleichungen (5) 

substituiren, so kommt 

sodass (p[y) =f{x) = m-\-l sein muss. Und w ist bestimmt durch die Gleichung 

dw , dw ^ 
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wo statt to die Grosse aa; -{- log 0(a; — y) zu setzen ist. Dies giebt 



sodass a = und 



x — y ' ^ •^^ 



sein inu8s. Hieraus fliesst der Satz. 

Die Rotationsjldche^ deren Boge7ielement die Form 

(29) ds" = K{x — yf dx dy 

besitztj und die auf sie abwickelbaren Flachen sind die einzigen^ deren geoddiische 
Curven zwei conforme inf. Transformationen gestatten. 

Das Krttmmiingsmaas dieser merkwUrdigen FlSche ist gleich 

1st daher m = — 2 , so ist das KrUmninngsmaas constant, sonst aber nicht. 

16. Soil die FlSche (29) noch eine dritte inf. Transformation l(a:)i> -|- ^(y) 3 
gestatten, so mlissen sowohl die drei Transformationen p^ xpj ipj wie die drei Trans- 
formationen q^ yqj riq eine dreigliedrige Gruppe bilden. Also kcinnen wir (Archiv 
for Math., Bd. I., pg. 57) setzen: | = x*, ij=y*; und diese Werthe mlissen in (5) 
eingesetzt werden. Dies giebt 

WO e*^=z(x — yY zu setzen ist. Also kommt 

und , 

2{x-y) = (p{y)-/{x), <p{y) = B-2y, /{x) = B-2x 
und 

(2-|-m)(a; + y) = J9, 

woraus folgt, dass m= — 2 sein muss. Aber dann hat die Flfiche constantes Krlim- 
mungsmaas. Also 

Atisser der FIdchen mit constantem Kriimmungsmadse giebt es keine Fldche^ deren 
geoddiische Curven mehr als zwei conforme injinitestmale Transformationen gestatten. 

Verlangt man, dass das Bogenelement der FlSche e* = (a: — y)" nicht allein 
bei der Transformation ^-f-g^, sondern auch bei der Transformation xp-^yq inva- 
riant bleiben soil, so findet man (§ 2, n. 5) da«8 m = — 2 sein muss. Dies liesse sich 
ilbrigens unmittelbar daraus schliessen, dass eine Flltche, die sich in zwei Weisen in 
sich ohne Ausdehnung verschieben l8sst, constantes Krilmmungsmaas haben muss. 
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§ 8. 

SpiralJ/dcJieriy die (l4fr ztoeiten FlKZchen-Classe angelidren. 

In dieseiii Panigraphen bestiniine icli alle FlSchen, die gleichzeitig der ei'Sten 
und der zweiten Classe aiigehoren. 

17. Da die gesuchte FlJiche der zweiten Classe angehoren soil, so kann ich 
inimer setzen 

und es soil moglich sein, wenn ich setze: y'= ^^{y)j x' ^X{x)^ die Fomi 

e"" = e*'^ W(x — y) (w = Const.) 

zu erreichen. Dies giebt die Bedingungs-Gleichung 

[ Y(p{x') + 4^{x')] Y'(y) X\x) = e"' W(x — y)=W, 
wo 

dW .dW_ ,y 

d^ '^ dy 

ist. Setze ich daher: (pX' =f{x)j 4^X' = F{x)^ so erhalte ich zur Bestinimung 
von den drei unbekannten Funktionen Y^ f iind F die Relation 

^(77/+ Y'F)^l-{YTf-\- Y'F) = ^{YTf^ Y'F) 
oder entwickelt 

(30) Y Y'f + r j^' + ( r y " + 1^' « — 0, y r )/+ ( r ^ — w r ) f= o. 

BestUnde nun keine Relation der Fomi 

(3 1) Const. / + Const F' + Const. /-[- Const. F=0, 

so mtissten die Grossen YY\ Y\ 77"+ r« — w TF' und F" — aiF' sfimmtlich 
verschwinden, so dass 7= Const. kKme. Dies ist indess unmoglich, und daher kSn- 
nen wir annehmen, dass f\ F\ f und F durch eine oder mehrere homogene lineare 
Relationen verbunden sind. Dabei ist zu bemerken, dass wir von dem Falle, dass / 
und F durch eine Relation der Form F=zConst/=A.f verbunden sind, wegsehen 
kBnnen. Denn dann kftme 

e'' = {YY'-\~AY')f{x), 

sodass die Flftche developpabel wSre. . Es bestehen daher jedenfalls nicht mehr als 
zwei Relationen der Form (31). Existirt auf der andereii Seite nur eine solche Re- 
lation, so ergiebt sich, dass ein Ausdruck der Fonn Y^A-^BY) identisch verschwin- 
det, ohne dass die beiden Constanten A und B selbst gleich Null sind. In diesem 

Falle wSre daher F= Const., was an und ftlr sich unnioglich ist. 

4* 
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In dieser Weise erkenneii wir die Existenz zweier Relationen der Form 

Durch EinfUliruiig dieser Werthe in (30) kommt 

(32) rF^'+r*+(a — w)rr+yr=o, F^+/9rr+((T— a))r=:0, 

woraus dnrch Elimination von y folgt 

und da F ^ ist, 

Y'J^YJf-{a — d)Y—[iY^ = 0. 

Durch DiflFerentiation kommt 

r''+(« — (^)r — 2/9Fr=o, 

woraus durch Vergleichiuig mit (32,2) folgt 

a — d'=d — w, ai = 2(T — a, y9 = 0. 

Bei der weiteren Discussion ist es nothwendig die beiden FSlle,' d^ a und 
d=ia separat zu behandeln. 

18. Sei zun^hst d^ a. Alsdann werden die drei Gleichungen 

/' = «/, F' = yf^dF, T = {!f-a)Y-Y 
in allgemeinster Weise befiiedigt, indem man setzt 

Und zwar ist hierbei zu bemerken, dass diese Integral - Gleichungen auch dann gill tig 
bleiben, wenn entweder a oder J verschwindet. Also kommt 

e-^ = e<^^-«>* [A' B{d — a) 6*<^-«> ^*-*> + A if (J — a) e(^-«)^-*)] , 

oder durch Wegwerfung des unwesentlichen Faktors {d — ol)A^ indem wir darnach 
AB gleich 1 setzen 

Es steht zurlick zu mitersuchen, ob die hiemiit geftindene Flttche, die nach ihrer 
Form eine SpiralflS^he ist, wirklich zugleich der zweiten Flftchen-Classe angeh^rt. 
Nach den Regeln des Paragraphen 3 ftlhren wir die Grosse c^^"""^*^ als neues y ein. 
Hierdurch kommt 

Wir mtissen versuchen die Gleichungen (14) zu befriedigen. Es ist 
welchen Werth wir in (14,1+2) 
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befiiedrigen die Relationen (14) identiscli, und dabei bleibt sogar die Gonstante c^ 
iinbestimmt. 

Die gefundenen Gleichungeu erhalten eine sehr bemerkenswerthe Fomi, wenn 
wir die Grosse e^'' als neues x einftlhren. Alsdann wird 

(35) e- = yx^N, |=^ — c^x, ry = ""g^ + i^x + c^y. 

UiiBere Flttche gestattet, da c^ eine arbitrSre Constante ist, die heiden infinitesiinalen 
Transformationen 

H^ = xp — yq, i7,= yx'^ + lyx^y + ^^j?. 

iinter denen die erste nur aiissagt, dass die Hache auf eine Spiralflfiche (Rotations- 
flttche) abwickelbar ist. 

Nun aber ist klar, da der Ausdnick yx-^-N hinsichtlich y und x syniinetrisch 
ist, dass unsere FlSche zugleich die inf. Transformation 



H,= \-^ 



(yy'^ + ^ji' + yy'fZ 



gestattet. Mehrere Transformatiouen kann unsere FlUche, deren Krtlmmungsmaas nicht 
constant ist, nicht gestatten (§ 6). Also niUssen H^^ H^ und H^ eine Gruppe bilden. 
Und in der That ist 

Da unsere Flttche eo ipso die inf. Transformation H^-\-H^ gestattet, so gehcirt sie zu- 
gleich unserer dritten Flttchen - Classe. Also 

Die Fldchen^ deren Bogenelement die Form ds^=(xy'\-N)dxdy besitztj gehS- 
ren gleichzeiiig unseren drei Flachen- Classen. 

19. Sei jetzt J = a^O. Alsdann werden die Gleichungen 

/' = «/, F'==yf-^aF, r = -r 

in allgemeinster Weise befriedigt, indem man setzt 

f=Be"% F=zzyBxe'"'{-De''% Y=—yy-\-€. 

Dabei kann man ohne Beschrttnckung J5=l, € = 0, yz=z — 1 setzen. Also wird 
e'' = e'"{y'\- D) — xe^'j wo D ohne Beschrttnckung gleich Null gesetzt werden kann: 

/?'' = e"*(y — x). 

Diese Flttche ist nach ihrer Form auf eine Spiralflttche abwickelbar. Es fragt sich, 
ob sie zugleich der zweiten Uttchen - Claase angehffrt. Wir mllssen versuchen die 
Gleiclmngen (14) zu befriedigen. Es ist 

dr €*** e"' e°* 
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uiid dabei erkeniit iimu wie friiher, dass n{y) eine liueare Fiiiiktion von y ist: 7i{y) 
= c^y-[-c,. Nun ist 

ako kommt 
woruus 

pttx ^ax / ^ax \ fiux pax 

und also wird 

oax 



Diesen Werth und den Werth von /j substituiren wir in die Gleichuug 

Dies giebt 

Diesen Werth substituiren wir in (37,1), wodurch koinmt 



o ctx p CtX p (tX 



was indess eine contradictorische Gleichuug ist. Die Annahme 8 =-a^\) giebt so- 
mit Nichts. 

20. 8ei endlich (y = a = 0, Alsdann werden die Gleichungen 

/=o, F'=rA Y'=-r 

in allgemeinster Weise befriedigt, wenn man setzt 
oder ohne wesentliche Beschranckung 



Man findet 



e'' = y-x = ^^ 






und durch Substitution in (36) 

(a: + c, — /) (i^ — a;) — 5 +?/« — y + c^y + c, = 



«» 



woraus 
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/=2x + 2c., |=^+c,cr + c, 
uiid durch Substitution in (38) 

6(a^ + ^) - (a; + « J = 2(a; + c.) + y(i^) 

wajs jedoch eine contradictorische Gleichimg ist. Die Annahme d=^a=^0 giebt so- 
mit Nichts. 

21. Ich werde zeigen, diiss es ausser der gefundenen Flachenfamilie e*" = xy-{' I) 
keine FlSchen giebt, deren geodatische Curven zwei oder mehrere inf. Traiisformatio- 

nen der Art -- = 0^ ^ J^- ^ besitzen. Ftir jede solche FlSche konnen wir nemlich 

setzen 

Ich behaupte, dass Y(y) eine Constante ist. Wir setzen 

dy' = YYdy, 
und fUhren darnach y' als neues y ein. Alsdann soil der Ausdruck e'^'={yf-^F) . , 
bekanntlich die Form y^ q){x) -^ ^{x) besitzen. fjs ist also 

woraus durch Differentiation hinsichtlich y\ indeni ich der KUrze wegen setze 
fblgt 



i(>;>7)'/'+'S>=i- 



Bestftnde nun keine Relation der Fomi: ii^-|-ji5V^-|-C=0, so nitlsste 1 gleich 
Null sein, was an und flir sich uninoglich ist. Existirte andererseits mehrere solclie 
Relationen, so k&me 

Const, tp = Const. ¥^, Const./= Const. Fj 

und dann ware die Fltiche developpabel, welchen Fall wir ausschliessen konnen. Also 
existirt eine Relation der Fonn: Axp-\- /iyj=l^ woraus folgt, dass 

,/y i^^i — ^^ ^y — ^ 

YJ/ = Ay' + A^, Y/ = By' + Ii, 
und endlich 
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DuTch Einsetzung folgt 

(39) yr"+3rr'+yyr+ar=o, r"+(yyy'+/?r=o, 

und durch Elimination von Y'" 

woraus durch Division mit Y^ und Differentiation 

sr" — 2(^yr +(/—/?) r=o, 

woraus durch Vergleichung mit (39) folgt, dass fy = 0, y=z4:/3 ist Zur Bestim- 
numg von /, F und Y erhalten wir somit die Gleichungen 

(40) /'' = _4/9/, F" = -/3F-af, Y" = -(3Y-^, 

bei deren Integration wir verschiedene FsUe sepamt behandeln mtlssen. 

23. Lass ims zunftchst annehmen, dass (3^0 ist. Alsdann werden die 
Gleichungen (40) in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir setzen 

Y=-^-^ + Gsin{yrft + r). /=i^sin(2a:V/9 + i), 

woraus folgt 

oder da wir ohne wesentliche BeschrSnckung (?=!, i>=l, /9=1, A==0, y = 
setzen konnen: 

e*' = -J- sin 2x . sin 2y -f- if sin (x -[- ju) cosy. 

Um zu untersuchen, ob diese Flache der zweiten Classe angehort, flihren wir sin y 
als neues y ein. Alsdann kommt 

(^•"t = sin 2 a: . y -|- if sin {x -}- /') = V^ 
und durch Integration hinsichtlich x 

t] = — ~\~ y — M(^o%(X'{'^)'^c^y'^c^, 

wo die Integrationsconstante bekanntlich eine lineare Funktion von y ist. Ich rab- 
stituire in die Gleichung ^'^ — f(x) U*'-h^i«6"'+'?J^"' = 0. Dies giebt 

-^ — / ( y .8in2x-4-if8in(x--|-/f) j -f-i? (2ycos2a:-(-- Jfcos(x-|-,a) j 



c, — 
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woraus durch Zerlegung utid Auflosung 

V^~ '1^* )^'^(^ + f^)—[ ^ — cos (^ + i^O) s^" 2.r 
cos (or + ^) — 2 8in(.r + ^) cotg. 2jr 

f=2Ci — cos2x-(-2cotg. 2a:.^. 

Auf der anderen Seite besteht bekanntlich (14,2+3) eine Relation der Form: 

dr) di 
6 , ~=/(x)-[-y(y), wo y(y) = Const, sein muss. Also kommt 

V =i5J— 2cos2a: — 2 cotg. 2x . S. 

da; ^ 

Diese lineare Differential - Gleichung integriren wir uiid finden somit, dass § die Form 

.^ H — -Bco8 2^ + co8*2ar 

* 2'8i^^^ 

besitzen muss. Und da diese Fonn mit der frllher gefundenen identisch sein soil, 
kommt 

(// — jEJcos 2x -|- cos* 2x) i cos {x -|- /^) sin 2x — 2 sin {x -|- /j) cos 2x j 

= 2 sin* 2x I Ci — --^ — sin (x -{- ,u) — *• i/ — cos {x -|- u) sin 2x > , 



woraus 



(//— J5;(2cos*ic— l)-[-(2cos*a:— !)*)(— 2cos*a: + 2)cosa 

= 8(1 — cos* x) cos* x cos it Ki -I ^-^ 2 cos a; -^^r-^ — i.? 

^ ^ ' \ ' Z iW cos fl / 

(i7— ^(2cos*a:— l)-{-(2cos*x— 1)*)(— 2(1— cos*x) — 2(2cos*a:— l))sin,a 

= 8(1 — cos* x) cos* xiici — cos ^^ — — 2 ^ J — cos* ») sin /u. 

Wfire nun sowohl cos/* wie sin/t verschieden von Null, so kSme 
c, = 0, //-|-^+l = 0, _2J?-4 = 4Jc,+ -2 

^+i;+l=-4(c,-|), -2A'-4 = 4(c.-|)-4, 

welclie Gleichungen indess contradictorisch sind. Also muss ent^veder sin// oder 
C08/^ gleicli Null sein. 1st sin/i = 0, so wird .6*' = sin2a::.y-[-iJ/sinx, oder wenn 
wir cos a: als neues x einflihren: 

e*" = — 2xy — Mj 

sodass wir die in dem vorangehenden Paragraphen gefundene FlSchenfamilie, die 
wirklich gleichzeitig unseren drei FlSchen - Classen angeliort, wiederfinden. 

5* 
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1st cosa = 0, kommt e'^=y .six\2x'-\-McosXy oder wenn wir sinaj als neues 
X einftlhren: e''=z2xy-\-'My sodass die Hypothese cos,a = dieselben FlSchen, 
wie die Annahme 8in,a = liefert. 

24. Sei jetzt /3 = 0. Alsdann werden die Gleichungen 

in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir setzen 
Also winl, wenn wir Y als neues y einftlhren 



e' 



= £=^(Ax + 5) + (-«^.»-^«x«+Ca:+D), 



r}=yl^A:'^+Bx + E]-\-[-^fx*-^x'-{-C';^-^Dx+F]. 

Wir substituiren in die Gleichung 

Dies giebt 

= J4 ^* -^Bx-\-E-f^ \^y{Ax-{-B)-aA |' -aB |i + Cx + Z>) 

+ ^A7j-aA''*-aBx+C^§+{Ax+B)\^y{A'^+Bx + E)-aA^^-aB-^+C'^ + Dx+F\, 



woraus 



\^A''^-{-Bx-{-E-fYAx-^B) + A§ + {Ax-\-B)\^A-'^~-\-Bx-\-E^ = 0, 
(41) I \^A''*-\-Bx-{-E-f^l^-aA-'^-aB'^+Cx+D^-\-\^-aA''^--aBx+c'j^ 



.r* T^ A'* , >^ X* 



+ (^x + 5) -aA9,-aJ5;+(7-,+Dx + i?' =0. 



^4 



AmlererBeits ist 6-^- — -3*^=y(x)-|-y(^), woraus 
(42) e[A'^--^Bx-^E]-'^l=f{x)-\-L. 

Nun rtber ist (41,1) {Ax + ^)/= 2iA''^-\-Bx-\-E\{Ax-\-B)-^Al Also kommt 
(lurch Elimination von / 

4[A^'J^Bx+EYAx-\-B)-{Ax-^B)'§ = Ai-\-^Ax-\-B). 
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(43) ^{{Ax-{-B)§) = 4[a^^--{.Bx-^e]{Ax + B)-L{Ax-\-B). 

Setzen wir nun zun^hst voraus, dass A^O ist, so kcjnnen wir A = ly 
B=0 setzen. Also komrat 

^{^x) = 2x'-^4Ex-Lx, x§ = -lx*-\-^^f^-x'-^K, 



woraus 



^_ 1 3 I A E—L .K '^§_3 t.4E—L K 

* — y ^ + "2 * •" :r ' di— 2 ^ "T 2 ^ 



Also wird (42) 

f{x)= . X*-\ -^ \--j 



X' 



Wir substituiren die gefundenen Werthe von f{x) und | in (41,2). Alsdann wird der 
Coefficient von x^ gleich — ^ . a. Und folglich ist die Grosse a gleich Null. Also 
wird e'^zz^yx-^Cx-^ D oder da wir C=0 setzen konnen: 



e" 



* . ^ . X. . X. . x^ , ^ . K 



= yx + D, r^=y^^-^Ey + Dx^F, ^=\^Gx-i-^, 



wobei wir zur nSheren Bestimmung der Gonstanten die gefiindenen Werthe in (41,2) 
substituiren konnten. Dies ist indess unnothwendig, da wir schon im vorangehenden 
Paragraphen die allgemeinste infinitesimale Transformation der Fl^che e'" = yx-|-Z> 
bestimmt haben. 

Sei jetzt A=:0. Alsdann konnen wir B^O annehmen, indem die FlSche 
sonst developpabel ware. Insbesondere konnen wir B=l setzen. Alsdann wird 

e''=y-.^-x*J^.Gx-\-D,r,=:y{x-\-E)-^x>-^^x*-{.Dx-{-F; 

^ = 4{x^E)-L, § = 2x*-\-{4E-L)x-\-K, /=2{x-\-E). 

Wir substituiren diese Werthe in (41,2), und bemerken dabei zunHchst, dass der 

. . 

Coefficient von x^ gleich — ^ a ist, sodass a = sein muss. Also kommt 

— {x^E){Cx + D)-\-C(^2x'^{4:E—L)x^K) + C~-{^Dx^F=0 

sodass C=0, und somit die Flache developpabel wird. 

25. Gestattet eine FlHche die beiden inf. Transforraationen Sip-^rjiq luid 
l2l> + ^«3> wo 

1^1 = ^^^0 ^^^^0 ^-*=0 

d^ ^ dx ^ ^y ^ da ^ 
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so gestattet sie zugleich die Transformation (li-|-^2)j3"-|-(^i-f-^2)2 ^^^ gehort somit 
sowohl der dritten wie der zweiten Classe. Die einzige Fldchenfamilie^ die dieser An- 
nahme entsprichty ist daher e*" = ?/a; -j- /). 



§ 10. 

Bestimmtmg aller Spiraljldchen, die der driUen Classe angehdren. 

Indem ich mir jetzt die Aufgabe stelle, alle SpiralflSchen zu finden, die zugleich 
der dritten Classe gehoren, kann ich yon denjenigen schon bestimniten FlSchen, die 
zugleich der zweiten Classe angehoren, wegsehen. Zugleich kann ich wegsehen von 
den Fllichen <3"' = (x — y)*, die zwei confomie inf. Transformationen gestatten. 

26. Hiemach kann ich annehmen, dass die gesuchce FlSche nur eine Trans- 
formation ^{^)P'\'ri{rj)qy etwa jP-|-5f, und eine oder mehrere Transformationen 

^P + n<l, wo ^^^0, -g:2:0 

gestattet. Nach meinen Untersuchungen Uber Transformationsgruppen kann ich dabei 
immer annehmen, dass p-\-q und ^/>-)-^5 eine ^toetgliedrige Gruppe bilden: 

Ist hierbei «, ^ 0, so fllhre ich statt p-^q und Ij^-f-^? die beiden Transformatio- 
nen - (jp-f-^) und $2?-f-^2~l" ^ {P'\'9) ®^^' Hierdurch erkenne ich, dass ich 

wenn «, ^ ist, immer ohne wesentliche Beschrlinckung «j=l, Bi'=iO setzen kann. 
Ist dagegen fg = 0, so fllhre ich, wenn e, ^ ist, statt ^p-^-tjq die Transformation 

{^P'\'V^ ®^^? ^^d erreiche hierdurch dass f^ gleich I wird. Endlich ist es 

denkbar, dass gleichzeitig e^ und f^ gleich Null sind. Hieraach konnen wir uns auf 
die Betrachtung von den drei Fallen 

beschrKncken. 

27. Ich setze {p'\-qi ^J^~l"^/9') = *(j^~l"9)? woraus folgt 

d^^ dy~^^' da;^ dy~^^'' 

und durch Integi'ation , indem man die unw^sentlichen Integrations - Constanten weg- 

l&^t, 

^^=/(x — ;/) + fx, 7] = (p{x — y)-{-€y. 
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v'=\{x''-\-y'')Hix"+y")-{x''-y'')\og{x"-y'')\-^Nx''-^Y,{^''). 
Zur Bestimmung von X^ und Y^ benutzen wir die Gleichungen 

Die erste giebt durch Division mit x" 



woraus 



2 log x" + ^P = ^ log ^"^ + P, (P= Const.) 



a c « 1 a a;" 



Z.lx") = - 2^" loga;' + ^' :c'' log --^+ Px% 

Eine analoge Rechnung giebt 

Y,{y'') = -2y''\ogy'' -\-^ y''\og^J^R. {B = Comt). 

Indem wir zu den Bezeichnungen in § 4 zurllckkeliren, konnen wir setzen 

9'' = K+y'')logK+y'')+|'(a;''+y''), <P' = {x''-y'')log{x''-y'')-^{x''-y'') 

y' = logK+y') + l+f , *' = logK-y') + l-J' 
^"'='-Ay ' ^' = -2x''logx'' + ^%"log^< +Px', 

*'"= Ay . r = - 2^" logy ' 4- ^ y " log -^^ + %' • 

Diese Werthe mUssen in die Fundamental -Gleichung (24) eingetragen werden. Hier- 
durch kKme eine algebraische Relation zwischen x" und y" und den folgenden Lo- 
garithmen 

logCx' + y"), log(a;''-.y''), logx", logy". 

m 

Da dies indess uninoglich ist, so erkennen wir, dass die Hypothese a ^ keine 
Flache liefert. 

28. Lass uns sodann annehmen, daas a = ist. Alsdann konnnt wie firtiher 

i=Ax-y)-\-ex, rj=<p(x-y)-\-iy, 6" = i(x - y) = A'(x) ^ = r(y) -jj 
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fleveloppabcl. Die Anaalimc K^ — L^ ^ gieht dahe.r Jedenfalis iiur deceloppable 
Fldcheyi, 

Sei jetzt K=^ i: -^ ? 2. B. /f = -|- L, Alsdann konnen wir ohue BeschrSnck- 
ung K==L = 1 setzen. Also kommt, weun icli a(x — y) = fi'{x — y) setze, 

e'' = X{x-y)=^^ = '^^ = u'{x-y), S= - u{x-y)-\- X\ ,1 =u{x-y)-{- V. 

Aber frliher fanden wir §=:f{x — y)-\-fx^ r/ = y(x^ — //)-|-*y« Also konimt 

X' = fx + f,, Y' = ey-^€^, 

und wenn wir zu den Bezeichnuiigen in § 4 zuiUckkehren : 

ff/'={), <p'=0, <!."=- fi'{x-y\ <P'^-fi{x-y), s=<p'+4*'+X\ ,,=ip' -<t*' + Y' . 

Diese Werthe substituiren wir in die Fundamental -Gleichung (24) und erhalteii da- 
durcli zur Bestimmung von a eine Gleichung der Form 

2{fi - ^{x -y) + [i) ,," -^fi'»-\-y^,' = 0. 

Um dieselbe zu integriren, setzen wir : a — €{x — ^) -[- /? zi=: v, woraus 

welclie Gleichung man nach bekannten Regeln integriren kann (N^ 10). 

Es ist eo ipso einleuchtend ^ dass alle Fldchen^ die man in dieser Weise erhalty 
gleichzeiiig der zweiten und der dritien Classe angehoren. Dabei verificirt man leicht, 
dass die beiden Transformationen 

H,=p-\-q, H, = i^ex — fi{x — y)^R)p-\-{^€y-^fi{x — y)^S)q 
in der verlangten Beziehung stehen, denn es 1st {HiH^)=e H^. 
29. Sei jetzt {p-^q^ ^i^"f'^y?) = ^'j?"h'/2> woraus 

d$ 1^ d^ J. dt] 1^ drj 

d^ ' d^ ~ ^' dx'^ dy ~ ''• 

(44) 'c = e'f{x — y), ij = e' (p{x — y). 

Da die FlSche eine SpiralflSche sein soil, ist e''=ze'"k{x — y)j und da sie zugleich 
der dritten Classe angehSrt, ist 

Also kann man, indem man mit K und L zwei Constanten bezeichnet, setzen 

Nach den Regeln des Paragraphen 4 fllhren wir neue Variabeln x' y' ein, indem 
wir setzen 
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a — 1 o — 1 



dx' =.dx^X =iKe ^ dx^ dy'=iLe ^ dy^ 
woraus, indeni loir den Fall a = 1 ausschliessen 

2K "7'- ,. , , 2L "7% 



woraus 



2 , (a—l)x" 2 , (c— nw" 



Nun ist 



Unci also komint 



« ' /. 



e-^'z^o:"^'-^ 6>r J=^""~'^->H. 



Aber andererseits wissen wir, dass e"^' die Fomi i^(it*''-|-2/")~h ^(^' — y") l>esitzt, 

d* d^ 

und dass daher -j ^^ e*'' — -,- „^ e*^' = 0. Also findet man zur Bestimmung von die 

Gleichung 

(u>*— 1) , .—2 - , w , -4- .- - = 0, 
^ ^ dio^ a — 1 dio 'a — la — 1 ^ 

i i 

deren allgemeine Lcisung ist 6> = Z/(1 -j-u>)"~^-f- Jf(l — «>)"~\ woraiis folgt 

«-'=L(x''+^^''r-+jf(x"-3,'')''-^= J|^ . 

Dabei ist $'==.,, ry= , und also konnnt durcli Integration, indeni wir den 
Fall a = — 1 ausschliessen 



? 



r = t!' ^ = ^ X" . e'f{x -y) = x"'"-^ F[fY 



Nun aber ist 

da? 

Und also besitzen X' und I^' die Form 

c-fl g-f 1 

von R und /S zwei Constanten sind. 

6* 
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Wir kehren jetzt zu den Bezeichnungen des Paragraphen 4 zurlick. Es ist 



2 



(p' =L{x''-\-y'')''-\ <P" = — M{x''~y''Y-\ 

«+i 1 "+1 



a— I 



a— I 



<p' = '^L(x''+yy-\ 0' =-'L_lM{x''-y"r-\ 



3— a 



3 — a 



Diese Werthe soUen wir in die Bedingungs-GIeichung (24) 
= (^ — X'' — Y'') {cp' — 0^') + 4((y"*— *"*) 

_ 2(f'(f' -I- 20' 0'" — X\cp'" — 0'") — Y\(p"' + 0''O 

substituiren. Dabei werden alle Glieder der hei'vorgehenden Gleichung, ausgenommen 

4 
A(ip" — 0") homogen hinsichtlich x" y" von Dimension r; wShrend -4(y"— 0") 

2 . . . 

homogen von Dimension ^ ist. Also schliessen wir zmiRchst, dass ^1 = 0. Es ist 



^49,-- W<p"') :x"'-'= 4 ^ L' (1 + a>Y-^ , 
(_4*''»-|-2*'*"'): a;'"'-' = — 4 -|;y if»(l — co)«-\ 



8— a-. 



«+l 



3 — a^ 



(X''</»" + Z'*"'):x""-» = -i2i/ ^-]]-j (1 — w)"-^ -1-^^(1 — £«)—' 



(_ Y"(p" — YY") : x"'-' = - S L 



«+l ..«-3n 



o + l 



» — o 



O — 1 



cu 



(1 + co)"- ' -j- ^ (o"-* (1 + co)«-* 



(y^"— }"</»'") : x'"'-» = -/SJ/ 



a — 1 



8 — 0-, 



_1_ 9 Hi_^ 

(1^0))"-^— _j w«-^(l-w)"~' 



und da die Summe der linksstehenden Glieder gleich Null ist, so verschwindet auch 

2 

die Smnme der rechtsstehenden Glieder. Setzen wir jetzt zunSchst voraus, dass —^ 

keine gauze (positive oder negative) Zahl ist, so erkennen wir durch Reihenentwicke- 
lung nach den Potenzen von to, dass die Summe der beiden letzten rechtsstehenden 
Glieder gleich Null ist. In Folge dessen ist 

S{L^M) = 0, S{L-M) = 

woraus, da L und M nicht beide verschwinden dUrfen, folgt, dass S gleich Null ist 
Und da die Grossen x" und y" gleichberechtigt sind, schliessen wir, dass auch li 
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gleich Null ist. Unsere Bedingungs-Gleichung reducirt sich daher auf die beiden 
ersten Glieder, deren Sunime niir daiin verschwindet, weiin a gleich Null ist. Ist 

2 

andererseits . eine ganze negative Zalil (doch nicht — 1), so erkennt man ganz 

ebenso, dass li und S gleich Null sein niUssen, und dass jedenfalls nur die Annahme 
a = eine Losung unseres Problems liefern kann. 
Die Annahme a = liefert die Fldchs 






die auf eine Rotaiionjijtdche abwickelbar ist^ und gleichzeiiig der driffen Classe an- 

ffehort. 

2 . > 

Da die Annahme .= — 1 auf den schon tViiher ausgeschlossenen Fall 

2 
a = — 1 flihren wUrde, so steht jetzt nur die Annahme, dass . eine ganze posi- 

tive Zahl ist, zurlick. In diesem Falle werden samtliche Glieder unserer Bedingungs- 

2 

Gleichung ganze Funktionen von w. Elementare Ueberlegungen zeigen, dass =1? 

M=iL sein muss. Hiermit erhalten loir die Fldche (§ 7, N^ 15) 
die drei verschiedene ivfiniiesimale ^Fransformationen 






2 . . 3i 



Hi=p-\'iq, H, = xp^yq, H^ = y^x^-\-ixy'^^j]^p-\-\i-^-\-xy-\-^y'^q 

gestaiiet. Man verificirf leichfj dass dieselhen eine dreigliedrige Gh'uppe hilden. 

Die frilher ausgeschlossenen Falle a = ±l liefern, wie ich bei einer anderen 
Gelegenheit nRher nachweisen werde, keine Losung unseres Problems. Im Uebrigen 
belialte ich mich vor, einige im Vorangehenden angeregten Fragen*) zu behandeln. 

December 1878. 



*) Man kann verlangen, dass die Differential - Gleichung der geodatischen Curven eine Losung 

der Form /o(^^)y'"* +/iy"'''"^ H-./^^y' *""*"*+ Vfny'^'^^, wo m eine ganz beliebige Zahl, n eine 

ganze Zahl, f^ . . . /„ Funktionen von xy bezeichnen, besitzen soil. Es ergiebt sich, dass es immer 
ausgedehnte Flachenclassen giebt, die diese Forderung erfiillen, weldie Wertlie audi m und n Jiaheji 

mOgen. Ist mzz j w zz 1 , so erhalt man die Eotationsflachen ; ist muz — 1 , n =: 2 , so erhalt 

man die Liouvilleschen Flachen e^ z:z if*(x -\- f/) -\- W(a: — t/); ist endlich 7/t=:0, nzzl, so erhalt man 
die Flachen e*^ziy y(d:) -|- (Z>(^); u. s. w. Dies giebt ein neues Classifications -Princip der Flachen. 
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